] -4(A) CLANAK

A P e -

UDC: 519.1:004.4 Info M: str. 25-30

GENERISANJE I RESAVANJE VELIKIH SUDOKU ZAGONETKI SVOPENJEM NA SAT PROBLEM
SOLVING AND GENERATING LARGE SUDOKU PUZZLES BY REDUCTION TO SAT

Mirko Stojadinovi¢!

REZIME: Postoje dva osnovna problema vezana za Sudoku zagonetke: problem reSavanja i problem generisanja. U vecini
radova Cija je tema reSavanje Sudokua, razmatraju se zagonetke dimenzije 9 x 9 i na njima se uporeduju nove sa postojecim
metodama. Razlika u vremenima reSavanja za ovu dimenziju ne daje pravu sliku o efikasnosti razli¢itih metoda jer se vreme
reSavanja meri u delovima sekunde. Nekoliko metoda je razvijeno za reSavanje zagonetki vec¢ih dimenzija od 9 x 9: metoda
paralelnog izvrSavanja na vise procesora, metoda simuliranog kaljenja 1 metoda koja koristi verovatnosne grafovske modele.
U radu pokazujemo da je postojece reSavanje Sudoku zagonetki svodenjem na Problem iskazne zadovoljivosti (SAT) znacajno
efikasnije od tri navedene metode. Glavni doprinos rada je unapredenje postojeceg algoritma za generisanje velikih i teskih
Sudoku zagonetki — one imaju jedinstveno reSenje, a uklanjanjem bilo kog pocetnog broja u generisanoj zagonetki svojstvo
jedinstvenosti reSenja se gubi. Takode, ispitujemo uticaj pravila preprocesiranja (i u procesu resavanja i u procesu generisanja)
koja se koriste za odredivanje vrednosti nepoznatih polja pre svodenja na SAT. Preprocesiranje znaCajno ubrzava proces
generisanja ali ne ubrzava proces resavanja zagonetki. U radu je procenjen i pojedinacni znacaj koris¢enih pravila i prezentovane
su neke od karakteristika generisanih zagonetki.

KLJUCNE RECTI: Sudoku zagonetka, SAT, re§avanje, generisanje

ABSTRACT: Two problems related to Sudoku puzzles exist: the problem of solving and the problem of generating. In the most
of the papers studying Sudoku, puzzles of size 9 x 9 are generated and solving methods are compared on these puzzles. The dif-
ference in solving times on these small-sized puzzles does not give a clear picture of the efficiency of different methods, as their
solving times are measured in parts of the second. Few methods were developed for solving puzzles of greater size than 9 x 9:
parallel solving, simulated annealing and method using probabilistic graphical models. We show that one well-known solving
by reduction of Sudoku to SAT (Propositional satisfiability problem) significantly outperforms three mentioned methods. The
main contribution of the paper is the improved existing algorithm for generating large and hard Sudoku puzzles — the property of
the generated puzzles is uniqueness of the solution, and by removing any of the pre-filled numbers, this property is lost. We also
evaluate the impact of the preprocessing rules (both in the process of solving and in the process of generating) used to deduce
values of certain cells, prior to encoding to SAT. Preprocessing significantly speeds up the generating process but does not speed
up solving of puzzles. We estimate the significance of the used rules and present some characteristics of the generated puzzles.

KEY WORDS: Sudoku puzzle, SAT, solving, generating

1 Ovaj rad je delimi¢no finansiran od strane Ministarstva prosvete, nauke i tehnoloskog razvoja, projekat 174021

1 UVOD Sudoku zagonetke su dozivele veliku popularnost u posled-

' o ) S y | njih nekoliko decenija. Zagonetka se sastoji od table dimenzije
Postoje mnogi racunarski-zasnovani pristupi za reSavanje | '\ , koja je podeljena u blokove dimenzija m x m (m x m = n)

realnih problema (planiranje, rasporedivanje, itd.). Poboljsa- | ;- kojoj se nalaze podetni brojevi koji se ne mogu ni menjati
nje pristupa za reSavanje zagonetki, igara i kombinatornih za- | ,; pomerati. Zagonetka je redena kada je tabla popunjena tako

dataka obi¢no povlaCi i uspesniju primenu ovih pristupa u re- | da syaki red, kolona i blok sadrze razligite brojeve od 1 do 7.
Savanju realnih problema. Zato postoji veliko interesovanje za

generisanje teskih zagonetki, igara i kombinatornih zadataka i
sve tri vrste problema su Cesto deo poznatih i dosta koris¢enih
sistema, kao §to su Minizinc 1.6 [11], Sugar [15], itd. Da bi se
u nekoj oblasti izvr$ilo poredenje medu razvijenim sistemima/
reSavacima te oblasti i odredilo koji je efikasniji (i samim tim
verovatno pogodniji za resavanje realnih problema), redovno

Razvijen je veliki broj metoda za reSavanje Sudoku zago-
netki pomocu papira i olovke. Takode, postoji na desetine (ako
ne i stotine) radova na temu reSavanja ovih zagonetki pomocu
racunara. Skoro svi radovi se odnose na reSavanje zagonetki
dimenzije 9 x 9. lako ove zagonetke mogu biti vrlo zahtevne
kada se resavaju pomocu papira i olovke, ¢ak i jednostavni
bektreking algoritmi na savremenim racunarima resavaju i
se odrzavaju takmicenja u tim oblastima (npr. SAT takmice- | naitere medu njima za nekoliko sekundi. Postoji samo nekoli-

nje!, CSP takmicenje?, itd.). Zagonetke, igre i kombinatorni | o pristupa razvijenih za reSavanje Sudoku zagonetki dimen-

zadaci obicno ¢ine znacajan deo korpusa instanci na kojima se | zija ve¢ih od 9 x 9 i mi éemo se u ovom radu baviti samo ovim
vrsi poredenje sistema koji su ucesnici tih takmiCenja. Zato u | zagonetkama.

procesu evaluacije sistema na takmicenjima mozemo razliko-
vati dve faze: generisanje instanci na kojima ce se vrsiti pore-
denje sistema i samo poredenja tih sistema.

Medu postoje¢im metodama za reSavanje Sudoku zago-
netki dimenzija veéih od 9 x 9 razlikujemo egzaktne metode
[3,6,7] 1 heuristike [8,10]. Jedan od nacina reSavanja Sudoku
| http://baldur.iti.kit.edwsat2014/competitions.html zagonetki je reSavanje svodenjem na SAT, tj. Problem iskazne
2 http://www.cril.univ-artois.fr/CPAI09 zadovoljivosti (Propositional satisfiability problem). Problem
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se sastoji u ispitivanju postojanja vrednosti Bulovskih pro-
menljivih takvih da je zadata logicka formula zadovoljiva. Re-
Savanje svodenjem na SAT se sastoji iz dve faze: 1) svodenja
na SAT —u ovoj fazi se ogranicenja Sudoku problema prevode
u logicku formulu 2) resavanja — logicka formula se prosledu-
je nekom od SAT resavaca (besplatni programi koji su dostu-
pni za preuzimanje sa Web-a) i ako resavac pronade resenje,
onda se ono prevodi u resenje zadate zagonetke. Najpoznatije
svodenje na SAT Sudoku zagonetki dimenzije 9 x 9 su razvili
Linc i ostali [9]. Ovo svodenje je dalje unapredeno korisce-
njem tehnika propagiranja ogranicenja i Sudoku zagonetke
razli¢itih dimenzija su koris¢ene za testiranje [6]. Na Zalost,
autori nisu opisali svojstva koris¢enih zagonetki, a efikasnost
upotrebljenog nacina resavanja nije uporedena ni sa jednom
drugom metodom (reSavanje Sudoku zagonetki nije u fokusu
tog rada). Simulirano kaljenje je koris¢eno za reSavanje zago-
netki dimenzija do 25 x 25 [8], a ova metoda je u novom radu i
unapredena [10]. Za resavanje Sudoku zagonetki dimenzija do
16 x 16 koriS¢eno je i paralelno izvrSavanje na vise procesora
istovremeno [3]. Verovatnosni grafovski modeli su upotreblja-
vani za reSavanje Sudoku zagonetki dimenzija do 16 x 16 [5].

Pre poredenja metoda na Sudoku zagonetkama, potrebno je
generisati skup pogodnih zagonetki. Kao $to je ve¢ pomenuto,
zbog vremena resavanja koje se obi¢no meri delovima sekun-
de, poredenje metoda na zagonetkama dimenzije 9 x 9 ne daje
pravu sliku njihove efikasnosti. Generisanje teskih zagonetki
vec¢ih dimenzija je otvoren problem i vrlo mali broj radova se
do sada bavio ovom problematikom. Poznate su nam dve me-
tode za generisanje velikih Sudoku zagonetki. Kod prve [8] se
generisu zagonetke razli¢itih nivoa popunjenosti ali ne postoji
garancija jedinstvenosti reSenja. Druga metoda [3] garantuje
jedinstvenost reSenja generisanih zagonetki.

Generisanje teskih Sudoku zagonetki je od interesa i za
sisteme opSte namene, koji reSavaju mnogo Siri skup proble-
ma od Sudoku zagonetki. Programiranje ogranicenja [16] je
oblast koja se bavi izu€avanjem i reSavanjem problema koji su
zadati pomocu niza ogranic¢enja nad promenljivama. Pre resa-
vanja bilo kog problema potrebno je modelirati taj problem, a
pri modeliranju se odreduju ogranic¢enja koje resenje problema
mora da zadovoljava. Vazno ograni¢enje pri modeliranju mno-
gih problema je alldifferent, i ono obezbeduje da svi argumenti
moraju da uzmu medusobno razli¢ite vrednosti. Za ovo ogra-
nicenje postoji veliko interesovanje naucne zajednice, pa je
razvijen znacajan broj algoritama i napisan veliki broj radova
koji ga proucavaju (npr. jedan pregled radova koji se odnose
ne alldifferent je obavio Jan van Hufe [17]). Da bi se pore-
dila efikasnost algoritama razvijenih za alldifferent, potrebne
su instance problema koji se modeliraju pomocu velikog bro-
ja pojavljivanja ovog ograni¢enja. Sudoku se lako i prirodno
modelira samo pomocu alldifferent ogranicenja o cemu je jo$
2005. godine pisao Simonis u jednog od prvih radova na temu
modelovanja i reSavanja Sudoku zagonetki pomoc¢u progra-
miranja ograni¢enja [13]. Naime, uvode se n? promenljive sa
istim domenom {1, ..., n} gde svaka promenljiva odgovara
jednom polju zagonetke i postavljaju se ograni¢enja da u sva-
kom redu/koloni/bloku pripadajuce promenljive moraju uzi-

=& N =V &

mati medusobno razli¢ite vrednosti. Stoga je Sudoku pogodan

problem za poredenje razli¢itih algoritama koji se odnose na

ovo ogranicenje (npr. pogledati rad Bankovica i ostalih [1]).
Doprinosi ovog rada su sledeci:

— Sprovedeni su testovi sa ciljem da se uporedi najpozna-
tije postojece resavanje Sudoku zagonetki svodenjem na
SAT [6] sa drugim savremenim metodama razvijenim za
reSavanje zagonetki vecih dimenzija (paralelno izvrsa-
vanje na vise procesora [3], simulirano kaljenje [10] i
metoda koja koristi verovatnosne grafovske modele [5]).
Koliko nam je poznato, ovo svodenje nije do sada detalj-
no testirano. Rezultati pokazuju da je reSavanje svode-
njem na SAT znacajno efikasnije na zagonetkama dimen-
zija 16 x 16125 x 25 od tri postojece metode.

— Preprocesiranje je izvrSeno sa ciljem da se dobije kom-
paktnije svodenje na SAT. Sprovedeni su testovi sa ci-
ljem da se ispita uspesnost preprocesiranja prilikom re-
Savanja.

— Unapreden je (u pogledu potrebnog vremena) jedan po-
stojeci algoritam za generisanje Sudoku zagonetki pro-
izvoljne dimenzije sa jedinstvenim reSenjem. Sa kori-
S¢enjem preprocesiranja, vreme potrebno za generisanje
se dodatno znacajno smanjuje. Predstavljene su neke od
karakteristika generisanih instanci kao i procena kori-
snosti koriS¢enih pravila preprocesiranja. Nas sistem i
generisane zagonetke su javno dostupni i time je omogu-
¢eno lako poredenje sa drugim sistemima u buduénosti.

2 RESAVANJE SUDOKU ZAGONETKI SVOPENJEM
NA SAT I PREPROCESIRANJE

SAT problem.

Literal je ili Bulovska promenljiva ili njena negacija. Kla-
uza je disjunkcija literala i razmatra se konacan skup klauza.
SAT (Problem iskazne zadovoljivosti) se sastoji u ispitivanju
da li je iskazna formula zadata kona¢nim skupom klauza (ovaj
oblik se zove Konjunktivna normalna forma, skraceno KNF)
zadovoljiva, tj. da li postoji dodeljivanje vrednosti promenlji-
vama tako da su sve klauze tacne. SAT je prvi problem za koji
je pokazano da je NP-kompletan i on i danas zauzima central-
no mesto u teoriji izra¢unljivosti. Postoje mnoge prakticne pri-
mene ovog problema, npr. u oblasti hardverske i softverske ve-
rifikacije, planiranju, rasporedivanju, itd. Prethodnih decenija
napravljen je ogroman napredak u tehnologiji SAT resavanja
¢ime je omoguéeno da se danas reSavaju industrijski SAT pro-
blemi sa stotinama hiljada promenljivih i milionima klauza.
Kada se neki problem reSava pomoc¢u SAT tehnologije, onda
je potrebno prvo modelirati taj problem, zatim odrediti svode-
nje na SAT i na kraju pokrenuti jedan od mnogih besplatnih i
javno dostupnih SAT reSavaca. Ovi reSavaci su programi koji
primaju iskaznu formulu (najcesce kao datoteku) u DIMACS
formatu® i vracaju vrednosti promenljivih ako je formula za-

3 ftp://dimacs.rutgers.edu/pub/challenge/satisfiability/doc/satformat.dvi
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dovoljiva, a odgovor da takve vrednosti promenljivih ne po-
stoje u slucaju da je formula nezadovoljiva. SAT resavaci su
prenosivi i jednostavno ih je pokrenuti na bilo kom danasnjem
racunaru.

Primer: Neka je dat skup klauzax Vy'Vz x'Vz'iy Vx (x’

je negacija promenljive x). Potrebno je resiti SAT problem, tj.
odrediti vrednost promenljivama x, y i z tako da sve klauze budu
tacne. Jedno od resenja ovog problema je:x =1,y =0,z=10
(0 odgovara vrednosti netacno, a 1 odgovara vrednosti tacno).

Svodenje problema Sudoku na SAT.

Najpoznatije svodenje na SAT Sudoku problema [6] se sa-
stoji u tome da se za svako polje (7, k) (r 1 k su red i kolona,
tj. | <=r<=n, 1 <=k <=n) i za svaku mogucu vrednost v
(1 <= v <= n) koja se smesta u zagonetku, uvodi Bulovska
promenljiva x,  (tacna je, tj. uzima vrednost 1 ako i samo ako
je vrednost v smestena na polje (% k)). Skup ovako uvedenih
promenljivih ¢emo oznaciti sa X. Promenljive koje se odnose
na pocetno popunjena polja i promenljive koje ne mogu da
budu ta¢ne jer je vrednost kojoj odgovaraju veé smestena u isti
red/kolonu/blok se eliminis$u (obe ove grupacije promenljivih
imaju svoju istinitosnu vrednost ve¢ odredenu). Koriste¢i ovu
eliminaciju, ostaje skup preostalih (nepoznatih) promenljivih
koji ¢emo oznaciti sa ¥ (svaka preostala promenljiva x,, | je
preimenovana u y, ). Cilj eliminacije promenljivih je da se
smanji veliina instance koja ¢e se proslediti SAT reSavacu,
$to moze znacajno ubrzati vreme re$avanja. Autori navedenog
svodenja u svom prethodnom radu [7] navode da se ovom eli-
minacijom broj klauza moze smanjiti i do 79 puta.

U cilju dodatne eliminacije promenljivih, uvodimo vrlo
jednostavna pravila preprocesiranja koja ¢e biti primenjena
na zagonetku, pre uvodenja Bulovskih promenljivih. Pravila
odgovaraju zakljucivanju koje se vrsi pri reSavanju zagonetki
pomocu papira i olovke. Za svako nepopunjeno polje, odrzava
se lista svih vrednosti koje je moguce staviti na to polje. Pri-
menjujemo sledeca pravila:

— Jedna preostala vrednost. Vrednost svakog polja na koje
moze da se smesti samo jedna vrednost v je odredena, i
vrednost ovog polja se postavlja na v.

—Jedno preostalo polje. Ako se neka vrednost v moze
smestiti na tacno jedno polje u nekom redu/koloni/bloku,
onda se vrednost ovog polja postavlja na v.

— Putna konzistentnost (termin potice iz rada [10] koji
je ve¢ koristio ovo pravilo). Ako tri polja u istoj vrsti/
koloni/bloku imaju svojstvo da se na dva od njih mogu
smestiti samo vrednosti v i v,, ana tre¢e samo vrednosti
v,, v,1V,, onda se u tre¢e polje smeSta vrednost v, jer se
vrednosti v, i v, moraju smestiti u prva dva polja.

Iterativno primenjujuéi navedena pravila dok se nijedno
pravilo viSe ne moze primeniti u zagonetki, a tek onda prime-
njujudi opisanu eliminaciju promenljivih, dobija se jo§ manji
skup nepoznatih promenljivih Z, u odnosu na prethodno opisa-
ni skup Y (svaka preostala promenljiva y,, , je preimenovana u
z,.,)- Ceo ovaj postupak se smatra preprocesiranjem.

Za proizvoljnih k Bulovskih promenljivih oznacenih sa c,,
..., ¢, ogranicenje oblika ¢, + ... + ¢, = 1 (tacno jedna od pro-
menljivih ¢, ..., ¢, je tacna) se zove ogranicenja kardinalnosti
za najvise jedan 1 postoji veliki broj nacina da se ono efikasno
prevede* u klauze SAT problema (npr., [2,6]). Na preostalim
promenljivima Z, opisanim u prethodnom pasusu, uvode se
ogranic¢enja kardinalnosti za najviSe jedan. Ogranicenja koja
se uvode 1 koja predstavljaju svodenje na SAT su:
— Za svako nepopunjeno polje, tacno jedna od pridruzenih
promenljivih kojima jo$ nije odredena vrednost je tacna.
— Za svaku vrednost i svaki red/kolonu/blok gde ta vred-
nost jo$ nije smestena, tacno jedna od svih pridruzenih
promenljivih toj vrednosti u tom redu/koloni/bloku je
tatna. Ovo ogranienje se postavlja samo nad promen-
ljivama u redu/koloni/bloku koje jo§ nemaju dodeljenu
vrednost, tj. samo na promenljivama skupa Z. Na primer,
za Sudoku dimenzija 16 x 16, vrednost 3 ired 1, pri cemu
u prvom redu samo polje 1 ima dodeljenu vrednost 2,
postavlja se ograni¢enje z, , ; +... +z, (=1 (3 se nalazi
na ta¢no jednom mestu u prvom redu), tj. promenljiva
koja se odnosi na polje (1,1) se preskace posto veé ima
dodeljenu vrednost 2.

Kao $to je ve¢ receno, dobijena SAT formula se prosleduje
SAT resavacu koji izracunava vrednosti promenljivih u sluc¢aju
zadovoljivosti formule (zagonetka ima reSenja) ili vrac¢a od-
govor da formula nije zadovoljiva (zagonetka nema resenja).

3 GENERISANJE SUDOKU ZAGONETKI

Postojeci algoritam za generisanje zagonetki [3] polazi od
reSenja zagonetke koje zovemo pocetno resenje. Ovo reSenje
se viSe puta moze koristiti kao ulaz koriste¢i permutacije re-
dova i kolona, permutacije kvadratnih redova i kolona (sastoje
se iz blokova) i rotacijom table (ova pravila ve¢ su opisivana
u ranijim radovima [3, 10]). Algoritam na sluc¢ajan nacin bira
polje (7 k) i uklanja vrednost iz tog polja. Izmenjena zagonetka
se reSava, sa dodatnim ograni¢enjem da se uklonjena vrednost
ne moze staviti na polje (1 k). Ako se pronade reSenje izme-
njene zagonetke, onda se uklanjanjem vrednosti broj reSenja
poveéao na barem dva (pocetno i pronadeno), pa se vrednost
vrac¢a u polje kako bi se zadrzala jedinstvenost resenja. Inace,
vrednost ostaje uklonjena, ne uticajuci na jedinstvenost rese-
nja. Ovaj proces se ponavlja dok se zagonetka ne isprazni do
nivoa popunjenosti kada se uklanjanjem bilo koje vrednosti
gubi jedinstvenost reSenja. Na ovaj nacin, vrlo teske zagonetke
se generiSu [3]. Primetimo da jedno generisanje podrazumeva
veliki broj resavanja.

U cilju ubrzanja generisanja zagonetki, dodajemo neke ko-
rake pre opisanog postupka. Ovi koraci predstavljaju prvi deo
algoritma generisanja, a postupak opisan u prethodnom pasusu
drugi deo. Algoritam koji smo razvili zovemo Modifikovano
Generisanje.

4 Termin efikasno prevodenje ovde oznacava da su dobijene klauze “pogodne”
za SAT resavace, tj. da SAT reSavaci imaju specijalno razvijene algoritme
pomocu kojih efikasno reSavaju instance koje se sastoje iz tih klauza.
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Pseudokod prvog dela generisanja je prikazan na Slici 1.
U prvoj petlji se na slucajan nacin uklanjaju vrednosti iz ko-
pije pocetnog resenja, sve dok se procenat popunjenih polja
ne smanji na neki stepen (npr. 20%). U ovom trenutku, skoro
uvek postoji viSe reSenja zagonetke®. U drugoj petlji zagonetka
se resava uz uslov da se trazi reSenje razlicito od pocetnog.
Ako je novo resenje pronadeno, lociraju se polja koja sadrze
vrednosti razlicite od vrednosti pocetnog reSenja. Da bi se za-
branilo novo resenje, ova polja se popunjavaju vrednostima
pocetnog resenja. Koraci reSavanja zagonetke uz zabranu po-
cetnog reSenja i popunjavanja novim vrednostima se ponavlja-
ju dok poéetno resenje ne postane jedinstveno reSenje zagonet-
ke (u generisanjima koje smo mi izvrSavali procenat popunje-
nosti zagonetke u ovom trenutku generisanja je bio oko 50%).

Generisi_Sudoku_sa_jedinstvenim_reSenjem (resenje)

{
Kopiraj (zagonetka, resenje);
while (IzraCunaj procenat popunjenosti (zagonetka) > 20)
(i, j) = Vrati_slucajno_odabranu_popunjenu_poziciju (zagonetka);
zagonetka [1][j] = prazna_pozicija;
while (1)
novo_reSenje = Resi_zabranjujuci_reSenje (zagonetka, resenje);
if (novo_resenje == UNSAT)
break;
Popuni_polja_koja_se_razlikuju (zagonetka, reSenje, novo_resenje);
return (zagonetka, resenje);

}

Slika 1: Generisanje zagonetke sa jedinstvenim resenjem — na ulazu
Jje popunjena tabla koja ée predstavljati jedinstveno resenje
zagonetke koja ce biti generisana.

Prikazani algoritam je opsti i moze se koristiti sa bilo ko-
jom metodom resavanja. Ime funkcije staviti u neki drugaciji
font, ako je mogucée isti kao onaj koji je koris¢en za pseudokod
sastoji se od ve¢ opisanog uvodenja Bulovskih promenljivih
1 preprocesiranja, generisanja SAT klauza, dodavanja klauze
koja zabranjuje pocetno resenje i pokretanja SAT reSavaca. Na
primer, ako su prazna polja na tabli samo (1,1), (2,2) 1 (3,3) a
pocetno resenje na ove pozicije smesta redom 4, 719, onda bi
klauza koja zabranjuje to reSenje bilaz | ,"V z, , "V z, ; "(ba-
rem jedna od vrednosti 4, 7 1 9 nije na odgovaraju¢em polju, tj.
novo resenje na barem jednoj poziciji mora da se razlikuje od
pocetnog, §to je u ovom slucaju nemoguce).

Posle prvog dela algoritma primenjuje se drugi deo koji je
ve¢ opisan na pocetku ove sekcije. Jedina modifikacija je da
se polje (7, k) bira prolazeé¢i redom kroz sva popunjena polja
jedno po jedno, a ne na sluc¢ajan nacin kao u originalnom algo-
ritmu. Na ovaj nacin se garantuje da ¢e generisana zagonetka
biti §to je moguée manje popunjena. Cilj modifikacije je da se
reSavanjem manjeg broja zagonetki ubrza proces generisanja.
Pseudokod drugog dela generisanja je prikazan na Slici 2.

5 Prilikom vrSenja eksperimenata ¢iji su rezultati prikazani u narednom
poglavlju, vrlo su retki bili slu¢ajevi kada nije postojalo vise resenja, i u
tim slucajevima potrebno je dodatno isprazniti zagonetku.

F o =

Isprazni_Sudoku_do_manje popunjenog (zagonetka, re-
Senje)

{
while ( ((i, j) = Vrati_slede¢e popunjeno_polje (zagonetka)) != kraj)
zapaméena_vrednost = zagonetka [1][j];
zagonetka [i][j] = prazna_pozicija;
novo_reSenje = Resi_zabranjujuci_reSenje (zagonetka, resenje);
if (novo_resenje != UNSAT)
zagonetka [i][j] = zapamcena_vrednost;

return (zagonetka, resenje);

Slika 2: Kreiranje manje popunjene zagonetke
koja ¢e imati jedinstveno resenje.

4 EKSPERIMENTALNI REZULTATI

Svi testovi su vrSeni na viSeprocesorskom rac¢unaru sa 48
procesora AMD Opteron(tm) CPU 6168 na 1.9Ghz, sa 2GB
RAM memorije po procesoru, pod sistemom Linuks. Ograni-
¢enja kardinalnosti su svedena na SAT koriS¢enjem koman-
dant kodiranja [6] implementiranih u okviru sistema meSAT
[14]. Ovaj sistem resava probleme svodenjem na SAT i po-
kretanjem SAT reSavaca, pri cemu se svodenje moze uraditi
na vise razli¢itih nacina. ReSava¢ MiniSat 2.2 [4] je koriS¢en
za reSavanje SAT instanci. Napomena: Nadalje ¢e se termin
reSavanje svodenjem na SAT odnositi na prevodenje problema
Sudoku u SAT formulu i pokretanje SAT reSavac¢a MiniSat.

Eksperimenti koji se odnose na reSavanje.

Najveci problem pri poredenju sa postoje¢im pristupima
koji su razvijeni za reSavanje velikih Sudoku zagonetki je da
najcesc¢e ni izvorni kod a ni koris¢ene zagonetke nisu javno
dostupni. Da bi omogucili drugima poredenje sa nasim pri-
stupom, sistem je zajedno sa svim kori§éenim zagonetkama
javno dostupan na adresi Attp://jason.matf-bg.ac.rs/~mirkos/
Sudoku.html.

Generisali smo instance na isti nacin kao u ve¢ postoje¢em
radu autora Macado i ostali [10]. U tom radu je heuristic¢ki
pristup koji je koristio simulirano kaljenje ostvario najbolje
rezultate. Pocevsi od resene zagonetke i fiksirane vrednosti p,
generisanjem se vrednost svakog polja uklanja sa verovatno-
¢om p i na taj nacin dobija zagonetka koju treba resiti. Gene-
risanja se pokrecu za razli¢ite vrednosti p, pri ¢emu p uzima
vrednosti izmedu 0.05 i 1.0, sa korakom 0.05. Sto je vrednost p
veca, to je manji broj popunjenih polja u zagonetki (1.0 odgo-
vara potpuno praznoj zagonetki). Pocevsi od razli¢itih reSenih
zagonetki, za svaku od 20 vrednosti p generisali smo po 20
zagonetki. Na ovaj nacin je generisano po 400 zagonetki za
svaku od dimenzija 16 x 16, 25 x 25 1 36 x 36. Tabela 1 prika-
zuje rezultate poredenja originalnog, najpoznatijeg resavanja
svodenjem na SAT [6] sa nasom verzijom u kojoj je koris¢eno
preprocesiranje pre svodenja. Rezultati pokazuju da ne postoji
bitna razlika izmedu originalnog svodenja i onog koje koristi
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preprocesiranje. ReSavanje originalnim svodenjem je cak re-
Silo jednu instancu vise dimenzije 36 x 36, ali posto je razlika
vrlo mala, ona se moze pripisati slucajnim varijacijama u resa-
vanju pomoc¢u SAT reSavaca’.

Izvorni kod pristupa koji koristi simulirano kaljenje nije
javno dostupan i na$ cilj je bio da prevazidemo problem pore-
denja tako §to smo koristiti slabiji racunar i veliki broj zago-
netki generisanih na isti nacin kao u originalnom radu (opisa-
no u prethodnom pasusu). Oba reSavanja svodenjem na SAT
su resila svaku od generisanih instanci dimenzije 25 x 25 za
najvise 1.6 sekunde. Posto je u originalnom radu [10] nave-
deno da simulirano kaljenje nije resilo vise od 80% zagonetki
dimenzije 25 x 25 za vremensko ograni¢enje od 350 sekunde
po zagonetki (na jaéem rac¢unaru), mozemo zakljuciti da je re-
Savanje svodenjem na SAT znacéajno efikasnije od pomenute
heuristike pri reSavanju Sudoku zagonetki.

Dimenzija Broj instanci Orlglnalp © Svoden_J ¢sa
svodenje preprocesiranjem
16x 16 400 400 (61) 400 (61)
25x 25 400 400 (163) 400 (158)
36x 36 400 384 (7231) 383 (7216)

Tabela 1: Poredenje resavanja originalnog svodenja na SAT sa reSavanjem
svodenjem na SAT koje koristi preprocesiranje. Vremensko ograni-
cenje po zagonetki je 300 sekundi. U svakom polju su prikazani broj
reSenih instanci i u zagradi ukupno utroseno vreme u sekundama.

Verovatnosni grafovski modeli su takode upotrebljavani za
reSavanje Sudoku zagonetki [5]. Efikasnost ovog pristupa u
originalnom radu je testirana na zagonetkama razlicitih stepe-
na popunjenosti — pristup nije uspeo da resi neke zagonetke
dimenzije 16 x 16. Iako nismo uspeli da dobijemo zagonet-
ke koje su originalno koris¢ene (veb stranica navedena u radu
nije bila dostupna), rezultati u Tabeli 1 su dati na zagonetkama
vrlo raznolikih stepena popunjenosti. Posto su oba resavanja
svodenjem na SAT resila sve zagonetke dimenzije 16 x 16 u
proseku za 61/400=0.15 sekundi, zaklju¢ujemo da je reSavanje
svodenjem na SAT znacajno efikasnije.

Takode smo poredili efikasnost reSavanja svodenjem na
SAT sa paralelnim reSavanjem Sudoku zagonetki [3] na 20 za-
gonetki generisanih na nacin opisan u originalnom radu, posto
originalne zagonetke nisu javno dostupne. Paralelno resavanje
je radeno na jacem racunaru koji je koristio viSe jezgara isto-
vremeno, a prose¢no vreme na zagonetkama dimenzije 16 x
16 je mereno u sekundama. Oba reSavanja svodenjem na SAT
su resila svaku od 20 generisanih zagonetki i to u proseku za
0.11 sekundi, pa smatramo da su ovo znac¢ajno bolji rezultati u
odnosu na paralelno reSavanje. Uzimajuci u obzir da se resa-
vanje svodenjem na SAT izvrSava samo na jednom a paralelno
izvrSavanje na vise jezgara istovremeno, rezultati u korist re-

6 Resavanje pomoc¢u SAT resavaca uvek ima odredenu dozu nepredvidivosti
i na njega se moze uticati trivijalnim promenama na ulaznim instancama
(npr. promenom redosleda klauza). Zato postoji odredena doza slucajnosti
pri SAT reSavanju. Statisticki pristup poredenju SAT reSavaca dali su
Nikoli¢ i ostali [12].

Eksperimenti koji se odnose na generisanje.

Poredili smo originalni algoritam za generisanje velikih
zagonetki sa nasim unapredenim algoritmom (oba opisana u
poglavlju 3). Nas$ algoritam smo koristili sa i bez preproce-
siranja. Za svaki algoritam smo generisali po 100 zagonetki
dimenzija 16 x 16125 x 25. Prose¢no vreme generisanja je pri-
kazano u Tabeli 2. Na§ algoritam bilo bez ili sa preprocesira-
njem pre svodenja na SAT se pokazao znacajno efikasnijim od
originalnog algoritma. Generisanje uz pomo¢ preprocesiranja
se pokazalo efikasnijim od generisanja bez preprocesiranja.
Generisanje pomocu bilo kog od tri algoritma za zagonetke
dimenzije 36 x 36 nije bilo zavrSeno ni posle vise sati, pa nisu
prikazani rezultati za ovu dimenziju. Potrebno je razviti efika-
sniji algoritam za generisanje zagonetki ove i ve¢ih dimenzija
u buducnosti.

. .. Originalno Modifikovano ModlﬁkoYano
Dimenzija . . generisanje sa
generisanje generisanje L
preprocesiranjem
16x 16 845 17 13
25x25 2916 372 283

Tabela 2: Poredenje originalnog algoritma za generisanje sa dve njegove
modifikacije, jednom koja ne koristi preprocesiranje i drugom koja
ga koristi. Za svaku dimenziju i svaki algoritam dato je prosecno
vreme generisanja u sekundama na 100 zagonetki.

. Originalno | Modifikovano ModlﬁkoYano

Karakteristika L . generisanje sa
generisanje | generisanje U
preprocesiranjem

Popunjenost zagonetke 36/43 35/41 35/41
Broj resavanja svodenjem | 257 /626 135/319 127 /311
na SAT
Broj kori$¢enja pravila - - 402 /343
Jedna preostala vrednost
Broj koris¢enja pravila - - 2973 /9375
Jedno preostalo polje
Broj koris¢enja pravila - - 26/7
Putna konzistentnost

Tabela 3: Neki podaci generisanja zagonetki dimenzija 16 x 16 /25 x 25.
Za svaku dimenziju date su prosecne vrednosti za 100 generisanja.

Tabela 3 prikazuje prose¢ne vrednosti nekih podataka ve-
zanih za proces generisanja. Broj reSavanja svodenjem na SAT
i samim tim i broj pokretanja SAT re$avaca je znac¢ajno sma-
njen u odnosu na originalni algoritam (skoro duplo). Razlog
tome je da je posle prvog dela procesa generisanja procenat
popunjenosti bio oko 50% - rad na tome da se ova zagonetka u
drugom delu §to je moguce vise isprazni podrazumeva znacaj-
no manji broj zagonetki koje je potrebno resiti, u poredenju sa
praznjenjem pune zagonetke kao u originalnom algoritmu. U
slu¢aju kada se koristi preprocesiranje, broj reSavanja svode-
njem na SAT je manji nego u slucaju kada se preprocesiranje
ne koristi — razlog je §to se samo pomocu preprocesiranja neke
zagonetke u potpunosti reSavaju. Od kori$éenih pravila pre-
procesiranja najvise je koris¢eno pravilo Jedno preostalo polje
dok je najmanje koris¢eno pravilo Putna konzistentnost. Ako
bi se od navedena 3 pravila koristilo samo jedno, onda pravilo
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Jedno preostalo polje ima ubedljivo najveéi uticaj na smanje-
nje vremena generisanja (ovo je potvrdeno eksperimentalnim
rezultatima koji ovde nisu prikazani). Medutim, kori$¢enje sva
3 pravila ima prednost da izracunavanje vrednosti nekog polja
u zagonetki pomoc¢u jednog od pravila povla¢i moguce izra-
Cunavanje vrednosti nekog drugog polja pomocu nekog dru-
gog pravila. Na primer, ako bi se koristilo samo pravilo Jedna
preostala vrednost pri reSavanju zagonetki dimenzija 25 x 25,
onda bi broj primena tog pravila bio zna¢ajno smanjen, sa pro-
secnih 343 datih u Tabeli 3 na prosecnih 164. Iz ove ¢injeni-
ce sledi da pri primeni pravila preprocesiranja treba koristiti
kombinacije razlicitih pravila, a detaljnija procena efikasnosti
razli¢itih kombinacija jeste jedan moguci pravac daljeg rada.

5 ZAKLJUCCI

U radu smo razmatrali dva problema vezana za Sudoku za-
gonetke: reSavanje i generisanje.

Poredili smo najpoznatije postojece resavanje Sudoku za-
gonetki svodenjem na SAT sa pristupima razvijenim za resa-
vanje velikih Sudoku zagonetki. Iako nisu koris¢ene iste za-
gonetke kao u originalnim radovima, one su generisane na isti
nacin i eksperimenti pokazuju da je reSavanje svodenjem na
SAT znacajno efikasnije od tri postoje¢e metode za reSavanje
velikih Sudoku zagonetki.

Unapredili smo postojeci algoritam za generisanje Sudoku
zagonetki dimenzija veéih od 9 x 9 koje imaju jedinstveno re-
Senje, a uklanjanjem vrednosti sa bilo kog polja, jedinstvenost
resenja bi se izgubila. Unapredeni algoritam znacajno skracuje
vreme potrebno za generisanje.

Prikazali smo vrlo jednostavna pravila preprocesiranja koja
su iskoriS¢ena da se smanji veli¢ina formule koja je dobije-
na svodenjem Sudoku problema na SAT. U procesu resavanja
uvedena pravila ne unapreduju efikasnost originalnog resa-
vanja svodenjem na SAT ali u procesu generisanja doprino-
se znacajnom poboljsanju efikasnosti. Dati su i podaci vezani
za stepen upotrebe koriS¢enih pravila preprocesiranja tokom
generisanja. Naizmeni¢no koriSéenje razlicitih pravila ima
prednost da se ona mogu naizmeni¢no primenjivati, §to ima za
posledicu poboljsanje efikasnosti. Mogu¢ pravac daljeg rada je
procenjivanje kombinacija pravila koje daju najbolje rezultate.

U buduc¢nosti ¢emo pokusati da efikasno resimo i generiSe-
mo jo§ vece Sudoku zagonetke. Inkrementalno resavanje koje
omogucava da se SAT reSavacima proslede nove klauze i da
on nastavi sa reSavanjem (bez pokretanja reSavaca ispocetka)
takode deluje kao interesantan pravac daljeg rada. Planiramo
da razvijemo nova pravila preprocesiranja, specijalno razvije-
na za zagonetke veéih dimenzija od 9 x 9. Ova pravila bi mo-
gla da ubrzaju kako proces resavanja, tako i proces generisanja
Sudoku zagonetki.
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